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Resumen 
Este  artículo  tiene  como  propósito  presentar  la  estimación 
del  Modelo Autorregresivo de Rango Condicional (CARR) 
(p,q) a partir de tres  procedimientos distintos: como un mode-
lo ARMA (p,q) empleando estimadores Mínimo-Cuadráticos 
(MCO), como un modelo GARCH (p,q) empleando estimado-
res de Cuasi-Máxima Verosimilitud (QMLE) y como un mo-
delo GARCHX (p, q) usando estimadores de Máxima Verosi-
militud (MLE). La aplicación de estos tres procedimientos está 
en función de las consideraciones que se hacen sobre la distri-
bución de probabilidad de los errores y de las propiedades de 
los estimadores que se quieren resaltar. En una segunda etapa, 
en lugar de emplear series con observaciones diarias, se hacen 
estimaciones de los mismos modelos empleando observacio-
nes semanales, quincenales y mensuales.  Al final mostramos 
que los mejores resultados se obtienen mediante los modelos 
ARMA (p, q) y GARCHX (p, q), independientemente de que 
los rangos de valores extremos se obtengan a partir de datos 
diarios, semanales o mensuales.    
Palabras clave: volatilidad, rango, modelos CARR, estimado-
res MLE, estimadores QMLE.
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Volatility estimation of Mexican Equity Shares based on the CARR Model: 
The AMX-L Case
 
Abstract
This article aims to estimate the Conditional Autoregressive Range Model CARR (p, q)   
by the use of three different procedures: The ARMA model (p, q) using least squares es-
timators (MCO), the GARCH model (p, q) using Quasi-Maximum Likelihood Estimators 
(QMLE) and the GARCHX model (p, q) using Maximum Likelihood Estimators (MLE). 
The usage of these three procedures is in function of the considerations made on the pro-
bability distribution of errors and the estimators’ properties that are to be emphasized. At 
a second stage, instead of daily observations, estimations of the same models were made 
on a, weekly, fortnightly, and monthly observation basis. Finally we demonstrate that the 
best results are obtained through the  ARMA (p, q) and GARCHX models (p, q), regar-
dless of whether the extreme value ranges come from daily, weekly, fortnightly or monthly 
observations.
Keywords: volatility, range, CARR models, (MLE) estimators, (QMLE) estimators.
Introducción
Este  trabajo es una aplicación del artículo de Chou (2005) en el que se presenta 
el rango  como una forma alternativa de medir  la volatilidad de los precios de las 
acciones de la Bolsa Mexicana de Valores. La discusión se desarrolla a partir de la 
perspectiva econométrica propuesta por Chou, por lo cual se hace la presentación y 
posterior utilización del Modelo Autorregresivo de Rango Condicional (CARR).  
El punto de partida de estos modelos se encuentra en los trabajos de Engle (2002) 
cuando da a conocer una extensión de la metodología GARCH  al análisis de 
modelos de error multiplicativo.  Este autor presenta esquemas tales como el au-
torregresivo de duración condicional ACD  y el autorregresivo de rangos con-
dicionales CARR. Posteriormente,  Chou (2005) publica un artículo que dedica 
exclusivamente al análisis y obtención de un  modelo CARR (p, q) para estimar la 
volatilidad  del índice S&P500.
La bibliografía consultada para la realización de este trabajo incluye, entre otros 
títulos, Chou y Wang (2005), quienes de una manera sintética presentan los rasgos 
característicos del CARR; Magdoni y Atiya (2003), quienes hacen estimaciones Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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del rango mediante los precios máximo y mínimo de la acción de IBM; Alizadeh, 
Brandt y Diebold (1999), quienes resaltan la utilidad práctica de los estimadores 
QMLE para la determinación de este tipo de modelos.  
El supuesto de normalidad de los errores, del que inicialmente parten los proce-
dimientos de la famila GARCH, con frecuencia se ve quebrantado al incorpo-
rar modelos tales como el CARR o el ACD. Las trascendentales aportaciones de 
Woolridge y Bollerslev (1992), con sus procedimientos de cuasi-máxima verosi-
militud, permiten que los estimadores sean consistentes, independientemente de 
que la distribución de los errores no sea una normal. 
En este artículo se obtiene el modelo CARR por tres procedimientos distintos, de 
esta manera se analiza la sensibilidad que tienen los parámetros estimados ante los 
diferentes supuestos que se hacen en cuanto a la forma de la distribución de proba-
bilidad de los errores. Se parte del supuesto clásico de Normalidad N(0,1), se sigue 
con el de la Distribución Exponencial Unitaria y se concluye con el de los Erro-
res Generalizados (DEG). Más específicamente se determina primero el modelo 
CARR usando la metodología Box & Jenkins con estimadores MCO; posterior-
mente,  y con los mismos datos, se obtiene el modelo CARR a partir del esquema 
GARCH empleando QMLE y  asumiendo que la distribución de los errores es una 
exponencial unitaria tal como lo propone en su artículo Chou (2005); finalmen-
te,  se construye un modelo CARRX asumiendo normalidad asintótica, empleando 
MLE y tomando la Distribución de Errores Generalizados.
Una alternativa más de estimación que se puede emplear es el Método Generali-
zado de los Momentos (GMM) propuesto por Rich (1991). Si bien es cierto que 
este procedimiento muestra algunas ventajas de carácter práctico (no requerir el 
conocimiento exacto de la función de distribución de los errores), presenta una 
importante desventaja: los  estimadores GMM son ineficientes en relación con la 
máxima verosimilitud cuando la verdadera función de distribución de los errores 
es efectivamente una normal.
El empleo de una función generalizada de error o  la t-student, propuestas por Nel-
son (1991), ofrecen una mejor alternativa, pues se demuestra que la ineficiencia 
relativa de usar una normal cuando la verdadera distribución es una t-student es 
muy pequeña, tal como lo comprueba De Arce (2004). Fernando H. Servín y Silva
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Contar con una familia de distribuciones exponenciales con la suficiente flexibili-
dad en cuanto a la asignación de los parámetros, que permitan crear condiciones 
particulares de sesgo y curtosis, se convierte en la opción de estimación más prác-
tica para este tipo de modelos. Ésta es la razón por la que en el presente documento 
se opta por la Función Generalizada de Error en lugar del Método Generalizado de 
Momentos. En la segunda parte de este artículo se dan las definiciones pertinentes: 
rendimiento, volatilidad cierre/cierre, volatilidad máximo/mínimo, etc., así como 
un presentación de  las propiedades empíricas que muestra las series de tiempo 
de los rangos de valores extremos.  En la tercera parte se hace la presentación del   
modelo CARR, así como de la forma de estimación mediante los procedimientos 
antes mencionados.  En la cuarta parte se describen los datos que se emplean  en  la 
estimación de los modelos. En la quinta parte se presentan los modelos obtenidos; 
además, se incluyen las estimaciones a partir de las series de rangos semanales,   
quincenales y mensuales, con el propósito de identificar similitudes y diferencias 
en los resultados en relación con  la separación entre los datos. En la parte final se 
presentan las conclusiones, la bibliografía y los apéndices.  
Antecedentes
Precios, rendimientos y diversas medidas de volatilidad
El rendimiento de cualquier activo financiero está ligado al tiempo de posesión del 
mismo. La manera más común de calcularlo es mediante: 
                                                     
1 - t
1 - t t
t P
P P
R
−
=                                                    (1)
El rendimiento mide la variación de los precios con respecto al tiempo; ello sig-
nifica que la serie de los rendimientos diarios, semanales o mensuales dan la vo-
latilidad de los precios –usualmente de cierre– con respecto al día, semana o mes 
inmediato anterior.
De acuerdo con Ruey “una característica fundamental de la volatilidad de los pre-
cios es que no es directamente observable” (2005, p 98).  La volatilidad  diaria, 
cuando se mide a partir de las variaciones en la  serie de los rendimientos, no pue-
de ser observada directamente porque se basa en solo un precio del día. Si por el 
contrario se toman dos o más observaciones del intradía, entonces se pueden medir 
las diferencias que van teniendo estos en periodos de diez minutos, media hora o 
de toda la jornada.Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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De las diversas formas que existen para medir la volatilidad aquí sólo se hace re-
ferencia a dos de ellas: la de Parkinson (que usa los valores máximo/mínimo de la 
jornada) y la de cierrre/cierre (que usa la variación entre los precios de cierre de 
dos sesiones consecutivas).  Sin embargo,  existen otras alternativas tales como la 
de German and Klass (se calcula a partir de los precios de apertura/máximo/mí-
nimo/cierre), la de Yang Zhang y otras. En todos los procedimientos existentes, a 
excepción de la de cierre/cierre, se emplean dos o más observaciones de la jornada 
para su determinación y en todos los casos esos estimadores son más eficientes 
que el que se usa para la volatilidad cierre/cierre, de acuerdo con Malik y Amir 
(2003).
   
Variación entre días consecutivos vs. variación intradía
Las gráficas de precios máximos/mínimos/cierre son de uso común en la repre-
sentación de series de precios de activos financieros. Estos diagramas tienen la 
ventaja de lograr una esquematización muy cercana a lo que sucede en la realidad 
con las variaciones de los precios de las acciones. A su vez, el rango del día es un 
número no negativo asociado a la longitud de cada una de las barras. Una sucesión 
de barras correspondiente a un número determinado de días de negociación da una 
visión en el tiempo del comportamiento de los precios, así como de la volatilidad 
que ha venido presentando el título.  
El rango, a diferencia de la desviación estándar, es más congruente al momento de 
explicar la volatilidad diaria en términos de la volatilidad intradía, pues en esencia 
se está hablando de lo mismo. Tanto para la variación diaria como para el intradía, 
la volatilidad correspondiente a la jornada es la diferencia entre el precio máximo 
menos el mínimo que alcanza el título durante la sesión. Esta congruencia no se 
logra al emplear como mediada de la volatilidad la desviación estándar de los ren-
dimientos, ya que para la volatilidad diaria se hacen unas consideraciones y para 
la intradía otras. Esto se puede explicar de la siguiente forma: en el primero de los 
casos se trata de una serie igualmente espaciada y en el segundo es irregularmente 
espaciada. Esto nos conduce al hecho de que estadísticamente se tienen que cal-
cular de manera distinta y, por tanto,  ambas no son numéricamente equivalentes 
como en el caso del rango. La congruencia y consistencia son propiedades funda-
mentales de cualquier desarrollo científico, sin importar el área de conocimiento 
del que se trate.   Fernando H. Servín y Silva
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La volatilidad de valores extremos y sus propiedades
Parkinson (1980) propone una expresión similar a la que se presenta en (1) sólo 
que se usa para medir la volatilidad con el precio máximo y mínimo de la sesión. 
                                                                 (2)               
La serie de rangos de Parkinson muestra rasgos característicos que también se 
observan en las series de rendimientos cierre/cierre; por ejemplo, la volatilidad es 
predecible independientemente que ésta se mida a través del rango o de la desvia-
ción estándar. Lo que sí puede cambiar son las propiedades de los estimadores que 
se emplean para uno y otro tipo de secuencia y esto dependerá de cada situación 
en particular. 
Otras características empíricas que se mencionan a continuación, y que serán dis-
cutidas en páginas posteriores, son las siguientes: 
A. La distribución de frecuencias de los rangos RPt ≥ 0 para t=1, 2, 3,...., etc., se 
encuentra en el primer cuadrante, es acampanada, asimétrica y con exceso 
de curtosis. 
B. La secuencia de valores {RPt} es igualmente espaciada. De los trabajos 
consultados algunos toman el rango con observaciones diarias; otros con 
observaciones semanales, quincenales, etc. En la mayoría de los artículos se 
determina la volatilidad de índices (S&P 500, FETSE 100), pero hay otros 
que se refieren a los precios de acciones. 
C.  Como se verifica más adelante, la serie de los rangos {RPt}  es estacionaria. 
Este  hecho  permite  obtener  estimaciones  de  RPt+1 con  la  metodología 
ARMA.
D. Otros rasgos característicos de {RPt} son agrupamiento de la volatilidad,   
reversión a la media y persistencia. Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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El modelo CARR 
Modelo autorregresivo de rangos condicionales
Este modelo, una adecuación del GARCH, permite estimar el rango condi-
cional del día t a partir de la información disponible hasta el día inmediato 
anterior (It-1).
 
Sea  Yt = (RPt It-1) el rango esperado condicional con información disponible hasta 
el día t - 1 y RPt  el rango observado del día t, entonces se puede plantear el modelo               
RPt  = εt Yt,  similar al ACD propuesto por Engle y Russell (1998), perteneciente a 
la familia de modelos con error multiplicativo. 
El rango de Parkinson del día t es una adecuación del rango condicional esperado 
Yt corregido por un error estocástico εt. A su vez, el rango esperado condicional se 
expresa mediante la suma de un término constante (ω), una ponderación del rango 
esperado condicional de periodos anteriores βjYt-j  más una ponderación  del rango 
observado de periodos inmediatos anteriores αjRPt-j.
                                                                   (3)                                                           
Sin perder generalidad se puede suponer que los εt son iid. Además, εt > 0 para todo 
t y εt se distribuye siguiendo una función de densidad f (.) con la propiedad de que                                 
E[(f(.)] =1. Como condición de suficiencia se pide que los parámetros ω, αj y βj 
deben ser todos positivos y así tener la certeza de que Yt > 0. Si se emplea MLE la 
función de verosimilitud estará dada por:
                                                                                                                             (4)   
Los modelos de error multiplicativo se formulan como un ARMA (máx. (p, q), q). 
Si se sustituye ηt ≡ RPt - Yt  queda la ecuación:Fernando H. Servín y Silva
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                                       (5)                                                   
Para una estimación válida del ARMA es necesario que se cumplan una serie de 
condiciones: los residuos del modelo obtenido deben ser compatibles con ruido 
blanco y los coeficientes deben satisfacer las condiciones de estacionariedad e in-
vertibilidad. 
Si RPt  es un proceso estacionario, el valor esperado no condicional del rango es-
tará dado por la expresión:
                                                                                         (6)                                       
Naturalmente se requiere que:  
                                                                                                          (7)
Los modelos ARMA se pueden estimar mediante MCO o mediante MLE. En últi-
ma instancia, las propiedades que se obtienen para el modelo, así como los resul-
tados alcanzados, son equivalentes independientemente de que se haya utilizado 
uno u otro procedimiento. 
Si los errores εt  no son iid entonces se puede asignar una distribución de probabili-
dad no negativa, con media igual a la unidad y con varianza dependiente del tiem-
po. Entre las opciones que se mencionan se puede contemplar a la exponencial.  
Desde esta nueva condición para los εt, la estimación del modelo CARR se logra 
mediante estimadores de cuasi-máxima verosimilitud, tal como lo propone Engle 
y Russell (1998).  Se trata de generar un modelo GARCH  para la raíz cuadrada 
del rango de valores extremos sin incluir el término constante en la ecuación de la 
media. Naturalmente, el modelo GARCH alcanzado debe cumplir con una serie de 
condiciones: Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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A.  Los  coeficientes  de  la  ecuación  del  rango  esperado  condicional  no 
necesariamente deben ser estadísticamente significativos, pero sí se requiere 
que ω >0, αj ≥ 0 y βj ≥ 0.  
B.  Los residuos estandarizados no deben estar serialmente correlacionados  ni 
presentar el efecto ARCH. 
C. Con los coeficientes de la ecuación obtenida se pueden generar las expresiones 
(6) y (7) con su respectiva interpretación de acuerdo con el contexto.  
D.  Los  estimadores    QMLE  son  consistentes,  aunque  no  necesariamente 
eficientes. 
E. Si se demuestra que la distribución de los errores {εi } coincide con la que 
se  supuso  (exponencial),  entonces  los  estimadores  QMLE  también  son 
eficientes.
El modelo presentado en (3) se puede generalizar agregando variables explicativas 
xk con k = 1,2,…etc. 
                                                         (8)                                                                     
Las ecuaciones de (8) no son otra cosa más que un GARCHX. Esta especificación 
aplicada a la serie de los rangos RPt, y que incluye variables exógenas como expli-
cativas, se conoce con el nombre de CARRX (p, q) y la estimación de la volatilidad 
esperada condicional  se puede obtener mediante un ARMAX.  
La estimación del modelo CARRX también se puede  lograr mediante un GARCHX   
empleando un procedimiento similar al anterior. El modelo multiplicativo con al 
menos una variable exógena puede también ser estimado a partir de  la raíz cuadrada 
de la serie RPt con media cero y suponiendo que la distribución de los {εi } es asin-
tóticamente normal y con variable exógena xi. Dadas estas nuevas condiciones es 
posible emplear MLE. Fernando H. Servín y Silva
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En este trabajo se utiliza la Distribución de Error Generalizado (GED) que es una 
familia de distribuciones exponenciales que incluyen a la normal. El dominio de la 
función de densidad de probabilidad x está definida dentro del intervalo x є (-∞, 
∞)  y la distribución es especificada por tres parámetros: μ є (-∞, ∞), el cual ubica 
a la moda (que es igual a la media y a la mediana) de la distribución, σ є (-∞, ∞) 
que define la dispersión y  δ є (0, ∞) que controla el sesgo. 
                                                                (9)                                                                                                 
Si δ = 2 se trata de una distribución normal  con media µ y desviación estándar 
σ/2. En la medida en que δ →1 la distribución tiene cada vez más curtosis  y si  δ 
= 1 entonces es una doble exponencial o distribución de Laplace. En el límite, si 
δ → 0 entonces se tiene una distribución uniforme (prácticamente paralela al eje 
horizontal). La función de máxima verosimilitud (MLE) asociada a esta familia de 
distribuciones de error queda  representada mediante la siguiente expresión: 
                  (10)                                   
Datos y metodología
De los datos empleados
En este inciso se describen las características de la secuencia de los datos, así como 
de los algoritmos empleados en la determinación de los modelos. Se incluyen 4 108 
observaciones correspondientes a los precios máximos y mínimos de la acción AMX 
Serie L generados durante 2054 días que van del 7/02/2001 al 3/04/2009 y que fue-
ron obtenidos de las bases de datos de Economática. También se determinó el rango 
de valores extremos semanal, quincenal y mensual. En cada caso, se toma el logarit-
mo natural del máximo entre el mínimo del día,  de toda la semana, de la quincena 
o de todo el mes.  
El primer y tercer modelo se estimó mediante técnicas de regresión no lineal; en 
ambos casos se uso el algoritmo de mínimos cuadrados no lineales Marquardt. Las Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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estimaciones con mínimos cuadrados no lineales son asintóticamente equivalentes 
a las que se obtienen mediante máxima verosimilitud. El segundo modelo se obtu-
vo mediante estimadores robustos de cuasi-máxima verosimilitud de acuerdo con 
el  procedimiento propuesto por Bollerslev-Woldridge.   
Figura 1
Gráfica de línea del rango alto/bajo 
La figura 1 esquematiza la serie de las volatilidades diarias; a partir de esta gráfica a figura 1 esquematiza la serie de las volatilidades diarias; a partir de esta gráfica 
se observa que se intercalan  periodos de estabilidad con diferencias mínimas en la 
variabilidad de los precios y, posteriormente, le siguen periodos de inestabilidad 
con pronunciadas fluctuaciones. Aunque un poco más difícil de identificar, tam-
bién se observa la presencia de cierto nivel de ciclicidad. El agrupamiento de la 
volatilidad tiene otras implicaciones tales como la persistencia y la reversión a la 
media, las cuales serán discutidas más adelante. 
Desde un punto de vista financiero, el agrupamiento de la volatilidad implica que 
los shocks en la volatilidad de hoy pueden influir en las expectativas de volatilidad 
de muchos periodos adelante. La volatilidad será más o menos persistente en la 
medida en que los efectos de la llegada de nueva información persistan por mayor 
o menor tiempo después de su llegada. La persistencia en la serie de los rendimien-
tos será mayor en la medida en que la historia de la serie sea la única depositaria de 
la memoria del mercado. En la medida en que se cuente con modelos autorregre-
sivos multivariados o con modelos univariados que incluyan otras variables expli-
cativas, ésta se distribuirá entre los  diversos términos que describen el fenómeno. Fernando H. Servín y Silva
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La volatilidad será muy persistente en la medida en que la sumatoria que aparece 
en (7) sea muy próxima a la unidad. 
Por su parte, la reversión a la media establece que hay un nivel normal de vola-
tilidad al que la serie deberá regresar. Al hacer pronósticos de muy largo plazo, 
dicha volatilidad debe converger a un nivel constante. Ese valor es la volatilidad 
esperada no condicional y está determinado por la expresión (6). 
En la figura 2 se aprecia la distribución de frecuencia de las volatilidades alto/bajo.     
Para la serie de los rangos diarios se observa que es asimétrica con media .0269, 
coeficiente de sesgo 2.218 y coeficiente de curtosis de 11.42. Tiene la forma de   
una distribución lognormal, tal como se demuestra más adelante (figura 4). 
Figura 2
Distribución de frecuencia de los rangos
El patrón de autocorrelación y autocorrelación parcial de la serie {RPt}  indica que 
ambas tienen un comportamiento en el que van decayendo de forma gradual a me-
dida que aumenta el número de rezagos. Estos patrones conducen a la idea de que 
es posible ajustar un modelo autorregresivo que en principio puede ser de la forma 
ARMA (p, q).  Para corroborar esta posibilidad se hace la prueba de la raíz unitaria 
de Phillips-Perron y se verifica que la serie es estacionaria (cuadro 3). Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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Resultados
Primer modelo ajustado
Se estima mediante mínimos cuadrados como un modelo ARMA (1, 1) y es uno de 
los que mejor se ajusta a los datos. 
                                                                                                                           (11)           
Los tres coeficientes, además, son positivos y el proceso autorregresivo es estacio-
nario en covarianza e invertible, tal como se aprecia en el cuadro 4. En relación con 
la persistencia se puede  decir que .226+.720=.946 y el valor esperado del rango no 
condicional esta dado por E (Y) = .028.
El diagrama de  los rangos esperados condicionales obtenidos mediante el modelo 
(en gris) y los rangos observados (en negro) aparece en la figura 3. Dado el cum-
plimiento de las condiciones antes descritas, se puede decir que los estimadores 
mínimos cuadrados tienen distribuciones asintóticamente normales y los estadísti-
cos t de student y F son asintóticamente válidos. 
Figura 3
Gráfica de línea de valores observados (RPt) y estimados (Yt)Fernando H. Servín y Silva
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El  segundo modelo
Después de corroborar  que  los errores {εi } no son iid (ver cuadro 5), se  puede 
suponer que éstos siguen una distribución no negativa con media unitaria y varian-
za cambiando en el tiempo. Entre las distribuciones propuestas, se menciona a la 
exponencial unitaria, tal como lo sugiere Chou (2005).  
Para obtener una estimación consistente de los parámetros se emplea el método de 
cuasi-máxima verosimilitud y así lograr un modelo GARCH (1,1)  a partir de la 
raíz cuadrada de la serie de los  rangos RPt  y suprimiendo el término constante de 
la ecuación de la media (cuadro 6).
                                                               (12)     
Es importante resaltar que el valor constante c = .0017 es el que corresponde al 
término constante de la ecuación del rango medio condicional y no al término 
constante de la ecuación de la media del modelo GARCH. 
Este modelo satisface todas las restricciones incluyendo las de los signos. El ran-
go esperado condicional tiene una parte constante de .0017  más la contribución 
que hace la nueva información contenida en los dos términos correspondientes 
al periodo  inmediato anterior.  En este caso, el coeficiente α1 = .203  significa 
que la información contenida en el rango inmediato anterior  produce un impacto 
significativamente menor con respecto a β1=.731, que es el impacto de largo plazo 
correspondiente al rango esperado condicional. En relación con la persistencia se 
puede decir que .203+.731=.934 y el valor esperado del rango no condicional E 
(Y) = .0257.
La validación de este tipo de modelos requiere que los errores estandarizados no 
estén  autocorrelacionados y que tampoco se encuentre presente el efecto ARCH. 
Ambas condiciones son satisfechas y lo único que no se cumple es que los erro-
res sigan una distribución exponencial unitaria. Sin embargo, este último punto 
impacta en la eficiencia de los estimadores QMLE,  pero no en su consistencia 
(cuadro 6). Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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Tercer modelo (CARRX)
Este modelo incluye como variable explicativa adicional la cantidad de títulos ne-
gociados (Cant Tit.) de la acción AMX, L correspondiente a cada uno de los días 
incluidos en la serie original de datos.
De acuerdo con Baklaci y Kasman, “Tal como fue inicialmente sugerido por Mor-
gan (1976), el volumen es considerado como el factor de riesgo que tiene una 
mayor contribución a la volatilidad de los rendimientos, particularmente en los 
mercados menos líquidos como es el caso de los emergentes” (2006, p. 116) 
En la estimación de este modelo se usan mínimos cuadrados no lineales partiendo 
del supuesto de una distribución asintóticamente normal para los errores. Esto per-
mite emplear la Distribución de Error Generalizado (GED), lo cual da la libertad 
de que se adecue la distribución para los errores de acuerdo con los valores asigna-
dos para la media (µ), la desviación estándar (σ) y el coeficiente de sesgo (δ).   
Los resultados dan un valor δ=2, el cual es significativo y corresponde a una dis-
tribución normal.  A su vez ω = .0269, α=.15 y β = .60, todos ellos positivos y 
estadísticamente significativos. 
El coeficiente de la variable exógena Cant. Tit,  no obstante que es muy pequeño 
(-2.50 por 10-10), es estadísticamente  significativo y resulta con signo menos. El 
hecho de que sea un número tan pequeño es perfectamente congruente con el mo-
delo, pues la variable Cat. Tit, toma valores muy grandes (AMX, L concreta en 
promedio operaciones por  36 millones (36 por 106) de títulos intercambiados dia-
riamente). De igual manera, que este coeficiente tenga signo negativo sugiere que 
hay una relación inversa entre la volatilidad que presenta el título y su bursatilidad 
(ver cuadro 7). 
                (13)
La volatilidad media condicional del día de hoy está determinada por cuatro com-
ponentes: el primero es la parte de la volatilidad que permanece constante; el se-Fernando H. Servín y Silva
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gundo se asocia con los rangos medios condicionales de los dos días inmediatos 
anteriores; un tercer componente tiene que ver con la contribución a la volatilidad 
por la información recibida en el corto plazo (rango observado del día inmediato 
anterior) y finalmente, como último componente, la variable Cant.Tit que resulta 
significativa además de tener una relación inversa. 
De acuerdo con el número de supuestos que satisface cada uno de estos tres mode-
los, éste último cumple con todos; por tanto, podemos decir que para este modelo 
los  MLE se comportan como insesgados, consistentes y eficientes. Además, se 
satisface que los errores se distribuyen como ruido blanco gaussiano.   
Modelos ajustados con observaciones semanales, quincenales y mensuales
En algunos trabajos sobre el tema se esboza la idea de que si se toman observa-
ciones más espaciadas (semanales, quincenales o mensuales) la distribución de los 
rendimientos se aproxima a una normal y, además, disminuye la persistencia entre 
observaciones sucesivas de la serie. Esto finalmente se traduce en que los modelos 
así estimados satisfacen más fácilmente los supuestos que se requieren. Incluso el 
modelo presentado por Chou (2005) con el S&P500 toma el rango semanal y no 
diario.    
Con el propósito de observar el impacto que tiene la separación entre observa-
ciones en la determinación del modelo de rangos para AMX, L se incluyen los 
resultados: 
Cuadro 1
Modelos ARMA estimados con rangos asociados a distintos periodos
En el cuadro anterior aparecen los modelos ARMA (1,1). En los tres casos se em-
plean estimadores MCO y se ve una reducción substancial en la  persistencia con 
relación a la que muestran los modelos de los  incisos V.1 y V.2.  
ω α β Persistencia E(Y)
Semanal .066 .350 .406 .756 .270
Quincenal .097 .182 .667 .849 .642
Mensual .141 .085 .734 .819 .779Estimación de la volatilidad de los precios de las acciones de la bmv mediante el modelo CARR
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Es importante resaltar que en los tres casos, si bien los modelos cumplen con la 
mayoría de los requisitos, incluso con el hecho de que los residuales se comportan 
como ruido blanco, éstos no se comportan como ruido blanco gaussiano (figura 6).   
Ésta es la razón fundamental por la que se tiene que recurrir a QMLE. 
En el cuadro 2 se presentan los resultados en la determinación del modelo ECARR 
a partir de QMLE con observaciones a intervalos cada vez más amplios:
 
Cuadro 2
Modelos GARCH estimados con rangos asociados a distintos periodos
En ninguno de los tres casos la distribución de los errores es una exponencial 
unitaria como se supone en esta clase de modelos; no obstante, aquí también la 
persistencia se reduce substancialmente con relación a la que muestran los mode-
los V.1 y V.2.
Conclusiones
Obtener la mejor estimación de la volatilidad esperada condicional es un requisito 
indispensable en posteriores aplicaciones tales como la valuación de opciones, 
medición de riesgos y determinación del VAR. Contar con distintas alternativas de 
modelación del modelo CARR amplía el abanico de posibilidades y evita tener a 
la propuesta de Chou (2005) como única opción posible. 
Con los resultados de este trabajo se observa que los dos mejores modelos se lo-
gran cuando se supera la limitante de que los errores se distribuyen de forma dis-
tinta a la normal. Este beneficio es aún mayor cuando se transforma el CARR en 
CARRX al incluir una variable explicativa adicional.
La cantidad de títulos negociados es una medida de la liquidez y de la forma como 
fluye la información relevante durante la jornada. Incluir esta variable en la  estima-
ción del modelo GARCHX de la serie de los rendimientos cierre/cierre reduce la per-
ω α β Persistencia E(Y)
Semanal .016 .287 .471 .758 .066
Quincenal .012 .181 .691 .872 .013
Mensual .018 .071 .798 .869 .137Fernando H. Servín y Silva
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sistencia y tiene un impacto inmediato sobre la volatilidad (Okan, Olgun y Takmaz, 
2009). Una vez más este mismo efecto se replica al medir la volatilidad mediante la 
serie de los rangos de valores extremos y se construye el modelo CARRX. 
Para el caso de AMX, L, este hecho queda evidenciado al incluir como variable 
exógena  la cantidad de títulos negociados durante la sesión. Este resultado es fuer-
temente consistente con la hipótesis de arribo secuencial de la información. 
En este trabajo también se ilustra que al determinar el rango esperado condicional 
a partir de observaciones más espaciadas (semanales, quincenales o  mensuales), 
no se obtiene ninguna ventaja en cuanto a una mejor estimación del CARR.
De acuerdo con la revisión bibliográfica realizada, se puede afirmar que es muy 
escasa la producción de  trabajos de econometría financiera que hacen referencia a 
títulos y mercados latinoamericanos. En su mayoría, los trabajos existentes anali-
zan instrumentos norteamericanos, europeos y asiáticos pero en el caso particular 
de México la producción es muy escasa. Por tal razón, es indispensable promover 
y difundir la investigación financiera empleando este tipo de metodologías que sin 
duda contribuyen a una comprensión más precisa de las fortalezas y debilidades de 
los mercados y de los productos que ahí se negocian.  
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Apéndice
Figura 4
Gráfica Q-Q comparando RPt con la lognormal
La distribución de frecuencias de los rangos se ajusta a una lognormal sin importar 
que éstos sean con observaciones diarias, semanales, quincenales o mensuales. 
Cuadro 3
Prueba asociada a los datos {RPt}Fernando H. Servín y Silva
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Cuadro 4
Modelo ARMA (1,1)  estimado mediante MCO
Cuadro 5
Prueba BDS asociada a los residuales del segundo modelo 
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Cuadro 6
Modelo ECARR (1,1) estimado
Figura 5
Gráfica Q-Q comparando los residuales con la exponencial Fernando H. Servín y Silva
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Cuadro 7
Modelo CARRX (1,1) estimado
Figura 6
Gráfica Q-Q de los residuales del ARMA con observaciones semanales